2. Diskrete Zufallsvariable

Marco Cattaneo @ LMU Miinchen Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung



Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable X beschreibt eine GroBe, die (nur) vom Ergebnis w € Q eines
Zufallsvorgangs abhangt:

X:Q—=R

Wenn w € Q eintritt, heift die Zahl X(w) Realisierung von X.
Durch Zufallsvariable X, Y kann man Ereignisse definieren, z.B.:
{X>0} ={weQ: X(w)>0}

(Xe[-1,5]} ={weQ: X(w) e [-1,5]} =
={-1<X<5}={X>-1}n{X <5}

{1<X<2,Y=3}={we:1<X(w)<2 Y(w)=3}=
={X>1}n{X<2}n{Y =3}
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Unabhangigkeit

Die Zufallsvariablen Xy, Xy, ..., Xk heiBen (stochastisch) unabhangig, wenn

k
P(X1 € B, X, € By, ..., Xi € B) = [[ P(Xi € By)
i=1

fiir alle (messbare) By, By, ..., Bx CR.
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Verteilungsfunktion

Die (kumulative) Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X ist die Funktion
F:R - [0,1] mit
F(x) = P(X <x)

fir alle x € R.

Charakterisierende Eigenschaften einer Verteilungsfunktion F : R — [0, 1]:
1. F ist monoton steigend (d.h. x <y = F(x) < F(y))
2. limy)—oo F(x) =0 und limyp 00 F(x) =1
3. F ist rechtsstetig (d.h. lim,, F(y) = F(x))
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Diskrete Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable X : Q — X heiBt diskret, wenn X C R endlich oder abzihlbar
unendlich ist.

Wahrscheinlichkeitsverteilung: f : X — [0,1] mit f(x) = P(X = x) fiir alle x € X.
Daraus folgt: P(X € A) = > canx f(x) fiir alle (messbare) A C R.

Insbesondere: F(x) = P(X < x) =3, c(Cooxjna F(X) = Xwreamr<x F(X') fiir
alle x € X (d.h. die Verteilungsfunktion F ist eine Treppenfunktion, die in den
Stellen x € X um den Betrag f(x) nach oben springt, wihrend sie dazwischen
konstant verlduft).

Die diskreten Zufallsvariablen Xi, X3, ..., Xk sind genau dann unabhidngig, wenn

k
P(X1 = X1, X2 = X2, ..., Xk :Xk):HP(X,':X,')
i=1

fuir alle mogliche Werte x1, x2,...,xx € R.
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Erwartungswert

Erwartungswert der diskreten Zufallsvariablen X:

E(X)=>_ xf(x)

XEX

Der Erwartungswert ist ein LagemaB (E(X) ist der Schwerpunkt der Verteilung
von X).

Eigenschaften des Erwartungswertes fiir diskrete Zufallsvariable X, X1, X, ..., Xk:
> E(g(X)) =2 cxr&(x) f(x) fiir alle Funktionen g : R — R (z.B.
E(X?) =3 ex X f(x))
» X = ¢ konstant (d.h. X(w) =cfirallew e Q) = E(X)=c

> Linearitit: E (Y4 i X;) = X1y ar E(X) fir alle a1, 0, .., oy € R

> X1, X, X unabhingig = £ (T, X;) = [Ty E(X)
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Varianz
Varianz der diskreten Zufallsvariablen X mit p = E(X):
Var(X) = E (X = p)?) = Y (x = pf* f(x)

xEX

Standardabweichung von X:

7 = /Var(X)

Die Varianz und die Standardabweichung sind StreuungsmaBe (Var(X) ist die
erwartete quadratische Abweichung der Zufallsvariablen X von ihrem
Erwartungswert p).

Eigenschaften der Varianz fiir diskrete Zufallsvariable X, X1, Xo, ..., X;:
> Var(X) = E(X?) — (E(X))?
» X = c konstant (d.h. X(w) = c fiir alle w € Q) = Var(X) =0
> X1,Xo,..., X, unabhingig = Var (Zle a; X,-) = Zle a2 Var(X;) fiir alle
a1, q0,...,a €R
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Gleichverteilung

Eine (diskrete) Zufallsvariable X heiBt gleichverteilt auf X = {x1,x2,..., Xk},
wenn P(X = x;) = 1 fiir alle i € {1,2,..., k}.

Eigenschaften:

» E(X)=1 ZLI x; (d.h. E(X) ist das arithmetische Mittel von xi, xa, ..., Xk)
2
k k
> Var(X) = (% 2lim1 XIQ) - (% Zi:le)
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Bernoulli-Verteilung

Eine (diskrete) Zufallsvariable X heiBt Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1]
(kurz: X ~ Ber(p)), wenn P(X =1)=pund P(X=0)=1-p.
Eigenschaften:

» E(X)=p

> Var(X) =p(1-p)

> (1—X) ~ Ber(1-—p)
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Binomialverteilung

Eine (diskrete) Zufallsvariable X heiBt binomialverteilt mit Parametern n € N und
p € [0,1] (kurz: X ~ Bin(n, p)), wenn P(X = k) = (}) p* (1 — p)"~* fiir alle
ke{0,1,...,n}.

Eigenschaften:

> X1, Xo, .., Xo "N Ber(p) = (>4 X;) ~ Bin(n, p) (d.h. Bin(n, p) ist die
Verteilung der Anzahl des Eintretens eines bestimmten Ereignisses A mit
P(A) = p in n unabhingigen Wiederholungen des Zufallsvorgangs)

E(X)=np

Var(X) =np(1—p)

(n—X) ~ Bin(n,1—p)

» Y ~ Bin(m, p) unabhingig von X = (X + Y) ~ Bin(n+ m, p)

v

v

v
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Geometrische Verteilung

Eine (diskrete) Zufallsvariable X heiBt geometrisch verteilt mit Parameter
p € (0,1] (kurz: X ~ Geom(p)), wenn P(X = k) = p(1 — p)*~! fiir alle k € N.

Eigenschaften:

> )(1,)(27 LIRS Ber(p) =
PX=k)=P(X;=0,X,=0, ..., Xk—1 =0, X, =1) fiir alle k € N (d.h.
Geom(p) ist die Verteilung der Anzahl der unabhingigen Wiederholungen des
Zufallsvorgangs bis zum Eintreten eines bestimmten Ereignisses A mit

P(A) = p)
> E(X) :%

> Var(X) = 1;2”
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Hypergeometrische Verteilung

Eine (diskrete) Zufallsvariable X heiBt hypergeometrisch verteilt mit Parametern
ne{l,2,...,N}, Me{0,1,...,N}, und N € N (kurz: X ~ Hyper(n, M, N)),
wenn P(X = k) = % fir alle k € {max(0,n+ M — N), min(n, M)}.

n

Eigenschaften:

> Hyper(n, M, N) ist die Verteilung der Anzahl der Einheiten mit einer
bestimmten Eigenschaft E in einer Stichprobe von Umfang n gezogen ohne
Zuriicklegen aus einer Grundgesamtheit von N Einheiten, von denen M die
Eigenschaft E besitzen

» E(X)=n¥
> Var(X)=n% (1-4) £=2 wenn N >2
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Poisson-Verteilung

Eine (diskrete) Zufallsvariable X heiBt Poisson-verteilt mit Parameter
A € (0,400) (kurz: X ~ Pois()\)), wenn P(X = k) = ’,\(—,k e fiir alle k € Ny.

Eigenschaften:

> X, ~ Bin(n,2) = lim,_e P(X, = k) = P(X = k) fiir alle k € Ny (d.h. X,
konvergiert in Verteilung gegen X, kurz: X, 4, X)

> E(X)=2A

> Var(X) =\

» Y ~ Pois(i1) unabhingig von X = (X + Y) ~ Pois(\ + p)
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