3. Stetige Zufallsvariable
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Stetige Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable X : Q — R heiBt stetig, wenn es eine Funktion
f:R — [0,+00) gibt, so dass

F(X):P(XSX):/ f(y) dy
fiir alle x € R; eine solche Funktion f heiBt Dichte von X.

Daraus folgt:
» P(X =x)=0firallexeR
> fjf:f(x)dX:l
» Pla<X<b)=Pla<X<by=Pla<X<b)=Pla<X<b)=
F(b) — F(a) = [ f(x) dx fiir alle a,b € R mit a < b

» die Verteilungsfunktion F ist stetig und f(x) = F’(x), wenn f stetig an der
Stelle x ist

Die stetigen Zufallsvariablen Xi, Xo, ..., X sind genau dann unabhangig, wenn
k
P(X1 <x1, Xo <X, ..., Xk < xx) :HP(X; < x7)
i=1

fir alle x1, xp, ..., xx € R.
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Erwartungswert

Erwartungswert der stetigen Zufallsvariablen X:

+o0
E(X):/ x f(x) dx

— 00

Der Erwartungswert ist ein LagemaB (E(X) ist der Schwerpunkt der Verteilung
von X).

Eigenschaften des Erwartungswertes fiir stetige Zufallsvariable X, Xy, Xa, ..., Xk:
» E(g(X)) = fjoo g(x) f(x) dx fiir alle Funktionen g : R — R (z.B.

o0

E(X?) = [T X2 f(x) dx)
> Dichte f symmetrisch um ¢ (d.h. f(c — x) = f(c + x) fiir alle x € R) und
S22 x f(x) dx wohldefiniert = E(X) = ¢

» Linearitit: E (ZLI o X,-) = Zf;l a; E(X;) fir alle ag,ap,...,ak €R

> X1, Xo,..., X, unabhingig = E (HLI X,-) = HLI E(X:)
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Varianz
Varianz der stetigen Zufallsvariablen X mit u = E(X):

400

Var(X) = E (X — p)?) = / (x — p)? f(x) dx

— 00

Standardabweichung von X:

=/ Var(X)

Die Varianz und die Standardabweichung sind StreuungsmaBe (Var(X) ist die
erwartete quadratische Abweichung der Zufallsvariablen X von ihrem
Erwartungswert ).

Eigenschaften der Varianz fiir stetige Zufallsvariable X, X1, X, ..., Xi:
> Var(X) = E(X?) - (E(X))?

» Dichte f symmetrisch um ¢ (d.h. f(c fx) = f(c + x) fiir alle x € R) und
J72 x f(x) dx wohldefiniert = Var(X) =2 ["*° x? f(c + x) dx

> Xy, Xo,..., X, unabhingig = Var (Zi:l a,-X,-) = Zf;l a2 Var(X;) fiir alle
a1, qo,..., 0 €R
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Gleichverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt gleichverteilt auf dem Intervall [a, b] (kurz
X ~ U(a, b)), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

0 firx < a
L fira<x<b

f(X) = b—a
0 fir b < x
Eigenschaften:

0 firx < a

s fira<x<b

1 fir b < x
> E(X) = 2t2 (d.h. E(X) ist der Mittelpunkt des Intervalls [a, b])
» Var(X) = (bzza)z
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Exponentialverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt exponentialverteilt mit Parameter
A € (0,400) (kurz: X ~ Exp(A)), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

0 fir x <0
f(X){ Ae A fir 0 < x

Eigenschaften:
0 firx <0
g F(X):{ 1—e 2 firo<x
» E(X) = %
> Var(X) = &

> Y ~ Exp(u) unabhéngig von X = min(X,Y) ~ Exp(A + u)
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Normalverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt normalverteilt mit Parametern p € R und
o € (0,400) (kurz: X ~ N(u,0?)), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

1 _<x—;§)2
f(X) - V2mo ¢

Eigenschaften:
> E(X)=pu
» Var(X) =02
> (aX+B)~ N(ap+ B, a?0o?) fir alle o, € R
> X1, X, ..., Xk unabhingig mit X; ~ N(u;,0?) fiir alle i € {1,2,... .k} =
(Zle o X,-) ~ N (Zle Q; i Zle a? 0',-2) fir alle ay,a0,...,ar € R
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Standardisierung

Wenn X eine Zufallsvariable mit £(X) =y und Var(X) = o2 ist, heit Z = *>£
die zu X gehorige standardisierte Zufallsvariable.

Daraus folgt: E(Z) =0 und Var(Z) = 1.
Insbesondere: X ~ N(p,0%) = Z ~ N(0,1) (d.h. Z ist standardnormalverteilt).

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z ~ N(0,1) wird mit ® bezeichnet
(d.h. &(x) = P(Z < x)).

Daraus folgt: X ~ N(p,0?) = F(x) = P(X < x) = & (X£) fiir alle x € R.

Insbesondere: X ~ N(p,0%) = P(u—co < X < p+co)=2d(c)— 1 fiir alle
c € [0,+00).

Marco Cattaneo @ LMU Miinchen Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung



Logarithmische Normalverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt logarithmisch normalverteilt mit Parametern
p € Rund o € (0,+00) (kurz: X ~ LN(u,0?)), wenn sie die folgende Dichte

besitzt:
0 fiir x <0
f == og(x)— 1 2
() e T fir0 < x
Eigenschaften:

> log(X) ~ N, o)

> F(x) = (B2 fiir alle x € R
> E(X) = erts

> Var(X) = <ea2 - 1) g2nto’
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Chi-Quadrat-Verteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt Chi-Quadrat-verteilt mit n € N
Freiheitsgraden (kurz: X ~ x2), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

NS

0 fir x <0
FO) =3 22 firg < x
22 r( ) -

IS

Eigenschaften:
> 21,720, Z0 RN(0,1) = (20, Z2) ~ 2
» E(X)=n
> Var(X)=2n
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Studentsche t-Verteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt t-verteilt mit n € N Freiheitsgraden (kurz:
X ~ t,), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f(x) = ) <1 + f)

Eigenschaften:
> Z ~ N(0,1) und Y ~ X3 unabhingig = (Z /) ~ t,
» E(X)=0,wenn n>2

» Var(X) = -5, wenn n >3
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F-Verteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heiBt F-verteilt mit Freiheitsgraden m,n € N
(kurz: X ~ F, ), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

firx <0

(2)r(2) = fur 0 < x

Eigenschaften:
» W~ 2 und Y ~ X2 unabhingig = (X &) ~ F, ,

» E(X)= "5, wenn n>3

» Var(X) = %, wenn n > 5
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