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Stetige Zufallsvariable
Eine Zufallsvariable X : Ω → R heißt stetig, wenn es eine Funktion
f : R → [0,+∞) gibt, so dass

F (x) = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞
f (y) dy

für alle x ∈ R; eine solche Funktion f heißt Dichte von X .

Daraus folgt:
I P(X = x) = 0 für alle x ∈ R
I
∫ +∞
−∞ f (x) dx = 1

I P(a ≤ X ≤ b) = P(a < X ≤ b) = P(a ≤ X < b) = P(a < X < b) =

F (b)− F (a) =
∫ b

a
f (x) dx für alle a, b ∈ R mit a ≤ b

I die Verteilungsfunktion F ist stetig und f (x) = F ′(x), wenn f stetig an der
Stelle x ist

Die stetigen Zufallsvariablen X1,X2, . . . ,Xk sind genau dann unabhängig, wenn

P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xk ≤ xk) =
k∏

i=1

P(Xi ≤ xi )

für alle x1, x2, . . . , xk ∈ R.
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Erwartungswert
Erwartungswert der stetigen Zufallsvariablen X :

E (X ) =

∫ +∞

−∞
x f (x) dx

Der Erwartungswert ist ein Lagemaß (E (X ) ist der Schwerpunkt der Verteilung
von X ).

Eigenschaften des Erwartungswertes für stetige Zufallsvariable X ,X1,X2, . . . ,Xk :

I E (g(X )) =
∫ +∞
−∞ g(x) f (x) dx für alle Funktionen g : R → R (z.B.

E (X 2) =
∫ +∞
−∞ x2 f (x) dx)

I Dichte f symmetrisch um c (d.h. f (c − x) = f (c + x) für alle x ∈ R) und∫ +∞
−∞ x f (x) dx wohldefiniert ⇒ E (X ) = c

I Linearität: E
(∑k

i=1 αi Xi

)
=
∑k

i=1 αi E (Xi ) für alle α1, α2, . . . , αk ∈ R

I X1,X2, . . . ,Xk unabhängig ⇒ E
(∏k

i=1 Xi

)
=
∏k

i=1 E (Xi )

Marco Cattaneo @ LMU München Einführung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung



Varianz
Varianz der stetigen Zufallsvariablen X mit µ = E (X ):

Var(X ) = E
(
(X − µ)2

)
=

∫ +∞

−∞
(x − µ)2 f (x) dx

Standardabweichung von X :
σ =

√
Var(X )

Die Varianz und die Standardabweichung sind Streuungsmaße (Var(X ) ist die
erwartete quadratische Abweichung der Zufallsvariablen X von ihrem
Erwartungswert µ).

Eigenschaften der Varianz für stetige Zufallsvariable X ,X1,X2, . . . ,Xk :

I Var(X ) = E (X 2)− (E (X ))2

I Dichte f symmetrisch um c (d.h. f (c − x) = f (c + x) für alle x ∈ R) und∫ +∞
−∞ x f (x) dx wohldefiniert ⇒ Var(X ) = 2

∫ +∞
0

x2 f (c + x) dx

I X1,X2, . . . ,Xk unabhängig ⇒ Var
(∑k

i=1 αi Xi

)
=
∑k

i=1 α
2
i Var(Xi ) für alle

α1, α2, . . . , αk ∈ R
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Gleichverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt gleichverteilt auf dem Intervall [a, b] (kurz:
X ∼ U(a, b)), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f (x) =


0 für x < a
1

b−a für a ≤ x ≤ b

0 für b < x

Eigenschaften:

I F (x) =


0 für x < a
x−a
b−a für a ≤ x ≤ b

1 für b < x

I E (X ) = a+b
2 (d.h. E (X ) ist der Mittelpunkt des Intervalls [a, b])

I Var(X ) = (b−a)2

12
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Exponentialverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt exponentialverteilt mit Parameter
λ ∈ (0,+∞) (kurz: X ∼ Exp(λ)), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f (x) =

{
0 für x < 0
λ e−λ x für 0 ≤ x

Eigenschaften:

I F (x) =

{
0 für x < 0
1− e−λ x für 0 ≤ x

I E (X ) = 1
λ

I Var(X ) = 1
λ2

I Y ∼ Exp(µ) unabhängig von X ⇒ min(X ,Y ) ∼ Exp(λ+ µ)
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Normalverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt normalverteilt mit Parametern µ ∈ R und
σ ∈ (0,+∞) (kurz: X ∼ N(µ, σ2)), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f (x) =
1√
2π σ

e−
(x−µ)2

2 σ2

Eigenschaften:

I E (X ) = µ

I Var(X ) = σ2

I (αX + β) ∼ N(αµ+ β, α2 σ2) für alle α, β ∈ R
I X1,X2, . . . ,Xk unabhängig mit Xi ∼ N(µi , σ

2
i ) für alle i ∈ {1, 2, . . . , k} ⇒(∑k

i=1 αi Xi

)
∼ N

(∑k
i=1 αi µi ,

∑k
i=1 α

2
i σ

2
i

)
für alle α1, α2, . . . , αk ∈ R
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Standardisierung

Wenn X eine Zufallsvariable mit E (X ) = µ und Var(X ) = σ2 ist, heißt Z = X−µ
σ

die zu X gehörige standardisierte Zufallsvariable.

Daraus folgt: E (Z ) = 0 und Var(Z ) = 1.

Insbesondere: X ∼ N(µ, σ2) ⇒ Z ∼ N(0, 1) (d.h. Z ist standardnormalverteilt).

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Z ∼ N(0, 1) wird mit Φ bezeichnet
(d.h. Φ(x) = P(Z ≤ x)).

Daraus folgt: X ∼ N(µ, σ2) ⇒ F (x) = P(X ≤ x) = Φ
(
x−µ
σ

)
für alle x ∈ R.

Insbesondere: X ∼ N(µ, σ2) ⇒ P(µ− c σ ≤ X ≤ µ+ c σ) = 2Φ(c)− 1 für alle
c ∈ [0,+∞).
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Logarithmische Normalverteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt logarithmisch normalverteilt mit Parametern
µ ∈ R und σ ∈ (0,+∞) (kurz: X ∼ LN(µ, σ2)), wenn sie die folgende Dichte
besitzt:

f (x) =

{
0 für x ≤ 0

1√
2π σ x

e−
(log(x)−µ)2

2 σ2 für 0 < x

Eigenschaften:

I log(X ) ∼ N(µ, σ2)

I F (x) = Φ
(

log(x)−µ
σ

)
für alle x ∈ R

I E (X ) = eµ+
σ2

2

I Var(X ) =
(
eσ

2 − 1
)
e2µ+σ2
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Chi-Quadrat-Verteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt Chi-Quadrat-verteilt mit n ∈ N
Freiheitsgraden (kurz: X ∼ χ2

n), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f (x) =

{
0 für x < 0
x

n
2
−1 e−

x
2

2
n
2 Γ( n

2 )
für 0 ≤ x

Eigenschaften:

I Z1,Z2, . . . ,Zn
u.i.v .∼ N(0, 1) ⇒

(∑n
i=1 Z

2
i

)
∼ χ2

n

I E (X ) = n

I Var(X ) = 2 n
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Studentsche t-Verteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt t-verteilt mit n ∈ N Freiheitsgraden (kurz:
X ∼ tn), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f (x) =
Γ
(
n+1
2

)
√
n π Γ

(
n
2

) (1 + x2

n

)− n+1
2

Eigenschaften:

I Z ∼ N(0, 1) und Y ∼ χ2
n unabhängig ⇒

(
Z
√

n
Y

)
∼ tn

I E (X ) = 0, wenn n ≥ 2

I Var(X ) = n
n−2 , wenn n ≥ 3
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F-Verteilung

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt F-verteilt mit Freiheitsgraden m, n ∈ N
(kurz: X ∼ Fm,n), wenn sie die folgende Dichte besitzt:

f (x) =

 0 für x < 0

m
m
2 n

n
2

Γ(m+n
2 )

Γ(m
2 ) Γ(

n
2 )

x
m
2
−1

(m x+n)
m+n
2

für 0 ≤ x

Eigenschaften:

I W ∼ χ2
m und Y ∼ χ2

n unabhängig ⇒
(
W
m

n
Y

)
∼ Fm,n

I E (X ) = n
n−2 , wenn n ≥ 3

I Var(X ) = 2 n2 (m+n−2)
m (n−2)2 (n−4) , wenn n ≥ 5
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