5. Mehrdimensionale Zufallsvariable
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Mehrdimensionale Zufallsvariable

Wenn Xy, X, ..., Xk Zufallsvariable sind, heiBt X = (X1, Xz, ..., Xk)
mehrdimensionale Zufallsvariable:

X:Q Rk

Wenn w € Q eintritt, heiBt der Vektor X(w) = (X1(w), Xao(w), ..., Xk(w))
Realisierung von X.

Die gemeinsame Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X\ ist die
Funktion Fx : Rk — [0, 1] mit

Fx(x1,%2,...,xk) = P(X1 < x1, Xo <, ..., Xk < xx)
fiir alle x1, x2,...,xx € R.

Die Verteilungen der Zufallsvariablen X1, Xs, ..., Xk heiBen Randverteilungen, und
die zugehdrigen Verteilungsfunktionen Fx,, Fx,, ..., Fx, (d.h. Fx, : R — [0, 1] mit
Fx.(x) = P(X; < x)) heiBen Randverteilungsfunktionen.
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/weidimensionale diskrete Zufallsvariable

Eine zweidimensionale Zufallsvariable X = (X1, X2) : Q — X1 x A heiBt diskret,
wenn X; X X» C R? endlich oder abzihlbar unendlich ist.

X = (X, X2) ist genau dann diskret, wenn Xj und X, diskret sind.

gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung: fx : X1 x X, — [0,1] mit
fx(Xl,XQ) = P(X1 = X1, Xo = X2) fiir alle (X1,X2) € X x X

gemeinsame Verteilungsfunktion: Fx : R? — [0, 1] mit

FX(X17X2) = le’eXl:xl’gxl ZXZ’EXQ:Xz’g)Q fX(X]/.’ Xé)
Randwahrscheinlichkeitsverteilungen: fx, : X1 — [0,1] und fx, : &> — [0, 1] mit
fxl(Xl) = P(X1 = X1) = ZX2€X2 fx(Xl,Xz) fiir alle x; € X7 und

fXZ(X2) = P(X2 = XQ) = leeXl fx(Xl,Xz) fiir alle x, € &5

Erwartungswert: E (g(X1, X2)) = >_, cx, 2omex, 8(x1, x2) fx(x1, x2) fiir alle
Funktionen g : R> = R
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Bedingte Verteilungen

Sei X = (X1, Xz) eine diskrete zweidimensionale Zufallsvariable.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X; gegeben X5 = xo (mit
P(X2 = X2) = sz(Xz) > O) ist die Funktion le \Xz( : | X2) X — [0, 1] mit

fx(x1, x2)

Paelalxe) = POG =X =) = =~ 5
2

fiir alle x; € A;.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, gegeben X; = x; (mit
P(Xl = Xl) = fX1(X1) > 0) ist die Funktion fX2\X1( . |X1) . XQ — [0, ].] mit

x(x1, x:
fo | x (2| x1) = P(Xa = x| X1 = x1) = ):c)((le;)

fiir alle x, € A5.

Die folgende Aussagen sind dquivalent:

v

X1 und X, sind unabhingig

fx(Xl,XQ) = le(Xl) fxz(Xg) fiir alle (X1,X2) e X x A,
le \Xz( . |X2) = le fir alle X2 € Xo mit fXZ(Xg) >0
fXg\Xl( . |X1) = fX2 fir alle x; € X1 mit le(Xl) >0

vyYyy
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Zweidimensionale stetige Zufallsvariable

Eine zweidimensionale Zufallsvariable X = (X1, X,) : Q — R? heiBt stetig, wenn es
eine Funktion fx : R? — [0, +00) gibt, so dass

Fx(x1,%) = P(X1 < x1, Xo < x) / / x(v1, y2) dy> dy:

fur alle x1, xo € R; eine solche Funktion fx heiBt gemeinsame Dichte von X und
Xo.

Wenn X = (X1, X5) stetig ist, sind X; und X; stetig.

Wahrscheinlichkeit eines Rechteckes: P(a; < Xy < by, a < Xp < by) =

Fx(bl, b2) - Fx(bl, 32) - Fx(a17 b2) + Fx(al, 32) = falzl fa‘? fx(Xl,Xg) dxp dxp fur
alle a, bl,ag,bz € R mit a; < by und a» < by

Randdichten: fx, : R — [0, +00) und fx, : R — [0, +00) mit

fa(x1) = [727 fx(x1, x2) dxe fiir alle x; € R und fi, (x2) = [ 2% fx(xa, %) dxq fiir
alle x, € R

Erwartungswert: E (g(X1, X2)) f+°o f g(x1, x2) fx(x1, x2) dxp dxq fiir alle
Funktionen g : R? — R
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Bedingte Verteilungen

Sei X = (X1, X2) eine stetige zweidimensionale Zufallsvariable.

Die bedingte Dichte von X; gegeben X, = x (mit fx,(x2) > 0) ist die Funktion
fx | (| %) : R = [0, +00) mit
fx(xa, %)

fX1|X2(X1 |X2) = fx (X2)

fiir alle x; € A3
Die bedingte Dichte von X, gegeben X; = x; (mit fx,(x1) > 0) ist die Funktion
o1 3 (- 1x1) : R = [0, +-00) mit

fx(x1, x2)

fxo | x, (%2 | x1) = A 0a)
1

fiir alle xo € A5.

Die folgende Aussagen sind dquivalent:
> Xi und X; sind unabhangig

» die Funktion f : R? — [0, +00) mit f(x1,x) = fx,(x1) fx,(x2) ist eine
gemeinsame Dichte von Xj und X;
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Kovarianz
Kovarianz der Zufallsvariablen X und Y mit g = E(X) und v = E(Y):

Cov(X. Y) = E((X = p) (Y — 1))

Die Kovarianz ist ein ZusammenhangsmaB.

Eigenschaften der Kovarianz fiir Zufallsvariable
X, Y,Xl,Xz,. .. ,Xn, Yl, Yz, ey YmZ

VvV VvVYyVvVYVYyYVYyYy

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) +2 Cov(X,Y)

X und Y unabhingig = Cov(X,Y) =0

X = ¢ konstant (d.h. X(w) = c fiir alle w € Q) = Cov(X,Y) =0
Cov(X,Y) = E(X Y) — E(X) E(Y)

Var(X) = Cov(X, X)

Symmetrie: Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

Bilinearitit: Cov (27 i Xiy Yy £ ¥; ) = S0y S0 i i Cov(Xi, ¥))
fur alle ag, a0, ..., apn,B1,02,...,8m €R

Var (37, i ') i 121 1 @i aj Cov(X;, X;) =

(S 02 Var(X) +2 (X jea.a,mpics @i 05 CoV(Xi, X;) ) fir alle
a1, 00,...,a, € R
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Korrelation
Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X und Y:

CoviX.Y)  _ o, <X —E(X) Y- E(Y))

v/ Var(X) Var(Y) /Var(X) "/ Var(Y)

Der Korrelationskoeffizient ist ein standardisiertes ZusammenhangsmaB (p(X, Y)
ist die Korrelation der zu X und Y gehérigen standardisierten Zufallsvariablen).

p(X,Y) =

Die Zufallsvariablen X und Y heiBen unkorreliert, wenn p(X,Y) =0 (d.h.
Cov(X,Y)=0).

Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten fiir Zufallsvariable X, Y:

» X und Y unabhingig = X und Y unkorreliert
X und Y unkorreliert = Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)
Symmetrie: p(X,Y) = p(Y, X)
p(aX+8,7Y +68)=p(X,Y) fir alle a, 3,7, € R mit ay >0
p(aX+B,7Y +68)=—p(X,Y) firalle o, 3,7, € R mit ay <0
p(X, Y) € [_171]
p(X,Y)=1& P(Y=aX+p)=1mita,f€Rund >0
> p(X,Y)=-1& P(Y=aX+8)=1mita,€Rund a <0
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